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II型 Z 最优奇长 Z 互补对的构造
刘琦

西华大学理学院，四川省成都市，611730；

摘要：通过以长为 N的对称 Golay 互补对（S-GCP）为种子序列对,在 S-GCP 的特定位置插入 7个码元，实现了长

为 N+7 的 II 型 Z 最优奇长二进制 Z 互补对（OB-ZCP）的构造。所得 Z 互补对的长度在之前未被提出且序列对的

零相关区外非周期自相关函数和（OZ-AACSs）较小，这为无线通信系统提供了更多的序列选择。
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Abstract:By using the symmetric Golay complementary pair（S-GCP）with length N as the seed sequence pairs, and inserting
7 code elements at the specific position of S-GCP, the class construction of Type II Z-optimal odd binary Z-Complementary
Pair（OB-ZCPs）with length N+7 are realized. The resultant sequence pairs reach the theoretical limit of the zero correlation
region（ZCZ）width and out-of-zcz aperiodic autocorrelation sum（OZ-AACSs）are small, and the constructed ZCP parameters
are richer, which provides more sequence choices for wireless communication systems.
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引言

Golay 互补对(GCP)指在每个非零时移处的非周期

自相关函数和(AACS)都等于零的一对等长序列
[1]
。GCP

被广泛应用于正交频分复用系统
[2]
、光纤网络中的码分

多址
[3]
、雷达系统

[4]
等领域。但是 GCP 只存在于很有限

的长度上，即 2a10b26c(a,b,c 是非负整数)
[5]
。因此扩

展互补序列的长度，寻找性质类似 GCPs 的序列成为了

学者们研究的方向。Fan 等
[6]
首次提出 Z互补对(ZCP)的

概念。如果一对等长序列有在零时移或末时移周围区域

的非周期自相关函数和(AACFs)为零这一特点，则该序

列对被称为ZCPs,该区域被称为零相关区(ZCZ)。二进制

ZCPs可以根据长度分为偶长二进制ZCPs(EB-ZCPs)和奇

长二进制 ZCPs(OB-ZCPs)。Liu 等
[7]
提出ZCP 还可根据性

质分类，分为 I型和 II型。I型 ZCPs 的 ZCZ 区间在零

时移附近。II型 ZCPs的 ZCZ 区间在末时移附近。I型

ZCPs常应用于准同步码分多址(QS-CDMA)
[8]
。II型 ZCPs

可解决在宽带无线通信系统中异步干扰的问题
[9]
。Fan

等
[6]
通过计算机搜索后猜想:长度为N 的OB-ZCPs的ZCZ

宽度最大为 N+1/2。Li 等
[10]
证明了文献

[6]
的猜想是正确

的。Liu等
[7]
给出了文献

[6]
猜想的具体系统的构造，且定

义了 Z 最优 OB-ZCPs。即长度为奇数 N 且 ZCZ 长度为

N+1/2 的序列对。当 I型和 II 型 OB-ZCPs 的最大区外

非周期自相关函数和的绝对值为 2，则 OB-ZCPs被认为

最优。

目前对于 II 型 Z最优 OB-ZCPs 近几年的研究成果

如下。2019 年，Shen 等
[11]
以标准二元 GDJ 序列对为种

子序列对，通过迭代法插入 3 个码元，得到长度为

2m+3(m 为正整数)的 II 型 Z 最优 OB-ZCPs。2020 年，

Adhikary 等
[12]

通过图灵(Turyn)法获得了具有对称性

质的GCPs，在这类 GCPs 中插入一个码元，构造了长度

为 N+1(N=2a10b26c,a,b,c 是非负整数，a≥1)的最优

OB-ZCP。2021 年，Gu 等
[13]
提出了一种基于序列串联递

归的构造方法，构造了长度为 2N±1(N 为整数)的 Z 最

优 OB-ZCP。2021 年，Tian 等
[14]

以长度为 N 的对称

GCP(S-GCP)为种子序列对，在3个位置插入特定的码元，

构造了长度为 N+3 的 II 型 Z 最优 OB-ZCP。2023 年，Lin

等
[15]
完善了文献

[14]
系统建构的插入位置，构造了新的长

度为N+3 的 II 型 Z 最优 OB-ZCP，并将构造的 3种插入

序列与文献
[14]
的 5种序列进行计算机仿真，得到了更低

的 PMEPR。

本文受文献
[14]
和

[15]
的启发，以长度为 N的 S-GCP 为

种子序列对，在特定位置插入 7个码元，实现了长为 N+7
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的II型Z最优OB-ZCP的构造，丰富了现有II型OB-ZCPs

的研究。

1 符号及定义

全文使用的符号如下：

 0N 表示长度为 N且元素全为 0的序列




a表示序列a的逆序

表示Kronecker积

a‖b表示序列a和序列b的水平联结

定 义 1 对 两 个 长 度 为 N 的 二 进 制 序 列

0 1 1( , , , )Ne e e e L 和 0 1 1( , , , )Nf f f f L ,定义它们的

非周期相关函数为：

1

0
1

,
0

, 0 1

( ) , ( 1) 1

0,

N

i i
i

N

i i
i

e f N

e f N

N











  



 




 




   



     

 





e f
(1)

, ( ) e f 被称为序列 e和序列 f 的非周期互相关函

数(ACCF),当 e = f 时, , ( ) e f 被称为序列 e和序列 f 的

非周期自相关函数(AACF),可简记为 ( ) e 。

定义 2长度为 N的二进制序列e和序列 f 称为 Gol

ay 互补对(GCP)，当且仅当

( ) ( ) 0, 1N        e f 1 (2)

定义 3若长度为 N的序列对 ( , )e f 满足

( ) ( ) 0, 1 1N Z N          e f (3)

则 ( , )e f 是 II型 ZCP,且 ZCZ 宽度为 Z。

定义 4 若长度为 N且 ZCZ 宽度为 Z的序列对 ( , )e f
满足条件

1
2

NZ 
 (4)

则序列对 ( , )e f 是 II型 OB-ZCP。

定义 5 若长度为 N 的 OB-ZCP ( , )e f 其 ZCZ 宽度为

1
2

N 
，则 ( , )e f 为 Z最优 OB-ZCP。

定义 6若长度为 N的 Z最优 OB-ZCP ( , )e f 的区外非

周期自相关函数和的绝对值均为 2，则 ( , )e f 被称为最

优 OB-ZCP。

引理 1
[13]
设 ( , )e f 是长度为 N的 BGCP，( , )u v 是长度

为 M 的 Z 最优或最优 II 型 EL-BZCP。 ( , )m n 的构造如

下：

2 2

2 2





 
   

 
   

u v v um e f

u v v un f e
(5)

则 ( , )m n 是一个长度为MN的Z最优II型EL-BZCP。

记为 ( , )m n =Turyn( ( , )u v , ( , )e f )，此方法被称为图灵

法。

基于图灵法构造的 ( , )m n 具有如下性质：

, ( 1)
, ( 1)

t t i i

t t i i

m n Ni t N i e f
m n Ni t N i e f

    


      

如果

如果
(6)

定义 7如果长度为 N的 BGCP ( , )e f 满足条件

, 0 1
2

, 1
2

i i

i i

Ne f

Ne f N





    

     


(7)

则 ( , )e f 称为 I型 S-BGCP，其中有 N=2a10b26c,a,

b,c 是非负整数,a≥1。

定义 8长度为 N的 BGCP ( , )e f 满足条件

, 0 1
2

, 1
2

i i

i i

Ne f

Ne f N





     

    


(8)

则 ( , )e f 称为II型 S-BGCP，其中有 N=2a10b26c,a,

b,c 是非负整数, a≥1。

2 II 型奇长 Z最优互补对的构造

若 ( , )a b 是长度为 N的二进制偶数长的序列对。

设 0 1 1
2

( , , , )Na a a


1a L ,

2 11
2 2

( , , , )N N Na a a 


a L , 0 1 1
2

( , , , )Nb b b


1b L ,

11
2 2

( , , , )N N Nb b b 


2b L

2.1由 I型 S-BGCP 构造长度为N+7的 II型 Z最优

OB-ZCP

定理 3 若 ( , )a b 为长度为 N 的 I 型 S-GCP，其中

N=2a10b26c(a≥1,a,b,c 是非负整数)。通过表 1所示的

5 种插入方式获得的序列对 ( , )w v 是长度为 N+7 的 II
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型 Z最优 OB-ZCP。

表 1长度为 N+7 的 II型 Z最优 OB-ZCP

序号 序列w 序列 v 约束条件

1 (a1‖i1,i2,i3,i4,i5,i6,i7‖a2) (b1‖(j1,j2,j3,j4,j5,j6,j7)‖b2)  , 1, 1k ki j   ,i1= j1,i2= j2,i3= j3,i5=-j5，
i6=-j6,i7=-j7

2 (i1,i2,i3‖a1‖i4,i5,i6‖a2‖i7) (j1,j2,j3‖b1‖j4,j5,j6‖b2‖j7)  , 1, 1k ki j   ,i1= j1,i2= j2,i3= j3,i5=-j5，
i6=-j6,i7=-j7

3 (i1,i2,i3‖a1‖i4‖a2‖i5,i6,i7) (j1,j2,j3‖b1‖j4‖b2‖j5,j6,j7)  , 1, 1k ki j   ,i1= j1,i2= j2,i3= j3,i5=-j5，
i6=-j6,i7=-j7

4 (a1‖i1,i2,i3,i4‖a2‖i5,i6,i7) (b1‖j1,j2,j3,j4‖b2‖j5,j6,j7)  , 1, 1k ki j   ,i1= j1,i2= j2,i3= j3,i5=-j5，
i6=-j6,i7=-j7

5 (a1‖i1,i2,i3‖a2‖i4,i5,i6,i7) (b1‖j1,j2,j3‖b2‖j4,j5,j6,j7)  , 1, 1k ki j   ,i1= j1,i2= j2,i3= j3,
i4=-j4,i5=-j5，i6=-j6,i7=-j7

证明：因为序列对 ( , )a b 是 I型 S-GCP，根据定义 8，当

0 1
2
Ni   时，ai= bi，当 1

2
N i N   时，ai=-bi。

对于表 1的第二类构造，序列w =(i1,i2,i3‖a1‖

i4,i5,i6‖a2‖i7)，序列 v =(j1,j2,j3‖b1‖j4,j5,j

6‖b2‖j7),其中  , 1, 1k ki j   ，i1= j1，i2= j2，i3

= j3，i5=-j5，i6=-j6，i7=-j7。当 4 6
2
N N   

时，可以分为以下 7种情况计算序列w和序列 v的非周

期自相关函数和。

1 = 4
2
N 情况：

2

1 5 2 6 3 3 7 3
02

2

1 5 2 6 3 3 7 3
02

( )

( )

( ) ( )=0

N

w N i i N
i

N

v N i i N
i

w v

i i i i i a a a i a

j j j j j b b b j b



 



 

 

 

   

 

   


 

   


    

    







2 = 5
2
N 情况 ：

2

1 6 2 3 3 7 31 02 2
2

1 6 2 3 3 7 31 02 2

( )

( )

( ) ( )=0

N

w N N i i N
i

N

v N N i i N
i

w v

i i i a i a a a i a

j j j b j b b b j b



 



 

 

 

   

 

   
 

 

   
 

    

    







3 6 2
2
N N   情况 ：

2

1 6 2 5 3 4 3 7 3
0

2

1 6 2 5 3 4 3 7 3
0

( )

( )

( ) ( )=0

N

w i i N
i

N

v i i N
i

w v

i a i a i a a a i a

j b j b j b b b j b



    



    

 

 

   

 

      


 

      


    

    







4 3N  情况 ：

1 3 2 2 3 1 7 0

1 3 2 2 3 1 7 0

( )
( )
( ) ( )=0

w N N N

v N N N

w v

i a i a i a i a
j b j b j b j b

 
 
   

  

  

   

   



5 4N  情况 ：

1 2 2 1 3 7

1 2 2 1 3 7

( )
( )
( ) ( )=0

w N N

v N N

w v

i a i a i i
j b j b j j

 
 
   

 

 

  

  



6 5N  情况 ：

1 1 2 7

1 1 2 7

( )
( )
( ) ( )=0

w N

v N

w v

i a i i
j b j j

 
 
   





 

 



7 6N  情况 ：

1 7

1 7

( )
( )
( ) ( )=0

w

v

w v

i i
j j

 
 
   







综上，当 4 6
2
N N    时，有 ( ) ( ) 0w v     。

因此对于长度为 N+7 的序列对 ( , )w v ,零相关区长
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度为 4
2
N
 ，则序列对 ( , )w v 为 II 型 Z-最优 OB-ZCP。

表1中其余类型构造的序列对均可采用类似的方法

证明其为 II型 Z-最优 OB-ZCP。

2.2 由 II型 S-BGCP 构造长度为 N+7的 II型 Z最

优 OB-ZCP

定理 2 若 ( , )a b 为长度为 N 的 II 型 S-GCP，其中

N=2a10b26c(a≥1,a,b,c 是非负整数)。通过表 2所示的

5 种插入方式获得的序列对 ( , )w v 是长度为 N+7 的 II

型 Z最优 OB-ZCP。

表 2长度为 N+7 的 II型 Z最优 OB-ZCP

序号 序列w 序列 v 约束条件

1 (a1‖i1,i2,i3,i4,i5,i6,i7‖a2) (b1‖(j1,j2,j3,j4,j5,j6,j7)‖b2)  , 1, 1k ki j   ,i1=-j1,i2=-j2,i3=-j3,i5=j5，i6=j6,i7=j7

2 (i1,i2,i3‖a1‖i4,i5,i6‖a2‖i7) (j1,j2,j3‖b1‖j4,j5,j6‖b2‖j7)  , 1, 1k ki j   ,i1=-j1,i2=-j2,i3=-j3,i5=j5，i6=j6,i7=j7

3 (i1,i2,i3‖a1‖i4‖a2‖i5,i6,i7) (j1,j2,j3‖b1‖j4‖b2‖j5,j6,j7)  , 1, 1k ki j   ,i1=-j1,i2=-j2,i3=-j3,i5=j5，i6=j6,i7=j7

4 (a1‖i1,i2,i3,i4‖a2‖i5,i6,i7) (b1‖j1,j2,j3,j4‖b2‖j5,j6,j7)  , 1, 1k ki j   ,i1=-j1,i2=-j2,i3=-j3,i5=j5，i6=j6,i7=j7

5 (a1‖i1,i2,i3‖a2‖i4,i5,i6,i7) (b1‖j1,j2,j3‖b2‖j4,j5,j6,j7)  , 1, 1k ki j   ,i1=-j1,i2=-j2,i3=-j3,
i4=j4,i5=j5，i6=j6, i7=j7

证明：同定理 1类似。长度为 N+7 的序列对 ( , )w v 同时

根据表 2 的约束条件，可以推导出该构造满足条件当

4 6
2
N N    时，有 ( ) ( ) 0w v     。零相关

区长度为 4
2
N
 ，故序列对 ( , )w v 为II型Z最优OB-ZCP。

表2中其余类型构造的序列对均可采用类似的方法

证明其为 II型 Z-最优 OB-ZCP。

3 示例及讨论

3.1 示例

例 1 若 ( , )a b 为长度为 20的 I型 S-GCP，序列a =
(1,1,-1,1,-1,1,-1,-1,1,1,-1,-1,1,-1,-1,-1,-1,-1,

1,1)，序列b =(1,1,-1,1,-1,1,-1,-1,1,1,1,1,-1,1,1,

1,1,1,-1,-1)。

令(i1,i2,i3,i4,i5,i6,i7,j1,j2,j3,j4,j5,j6,j

7)=(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,-1,-1,-1)，结合定理 1

中的第二类插入方式，可得长度为27，零相关区长度为

14的 II型 Z最优 OB-ZCP ( , )w v 。

w =(1,1,1,1,1,-1,1,-1,1,-1,-1,1,1,1,1,1,-1,

-1,1,-1,-1,-1,-1,-1,1,1,1)

v =(1,1,1,1,1,-1,1,-1,1,-1,-1,1,1,1,-1,-1,1,

1,-1,1,1,1,1,1,-1,-1,-1)

其中， 26
0( ( ) ( ))w v    =(54,10,6,-2,-2,-6,-6,

-6,-6,-2,6,10,6,2,013)

例 2 若 ( , )a b 为长度为 4 的 II 型 S-GCP，序列

a =(-1,1,1,1)，序列b =(1,-1,1,1)。

令

(i1,i2,i3,i4,i5,i6,i7,j1,j2,j3,j4,j5,j6,j7)=(1,

1,1,1,1,1,1,-1,-1,-1,1,1,1,1)，结合定理 2 中的第

二类插入方式，可得长度为 11，零相关区长度为 6 的

II型 Z最优 OB-ZCP ( , )w v 。

w =(1,1,1,-1,1,1,1,1,1,1,1)

v =(-1,-1,-1,1,-1,1,1,1,1,1,1)

其中， 10
0( ( ) ( ))w v    =(22,10,10,6,6,2,05)

3.2 讨论

本文与文献
[11]、[12]

和
[15]
相比有以下不同之处：

文献
[12]
和

[15]
分别只能插入 1个和 3个码元，本文

的插入码元是 7个，在构造 ZCPs 的长度上进行了扩展。

本文的插入位置选取多样，有表1和表 2的 5种

方法构造长度为 N+7 的 ZCPs。因此可以构造出更多样的

序列。

本文在种子序列对的选取上优于文献
[11]

。文献

[11]只能以二元 GDJ 互补序列对为种子序列对，本文以

二元S-GCP 为种子序列对，而二元 GDJ 互补序列对是二

元 S-GCP的一个真子集，因此有更多的序列供选择。

表 3总结了本文与文献
[11]、[15]

构造的 ZCPs 的参数比

较。

表 3 II型 Z最优 OB-ZCPs 的构造比较

文献 ZCP长度 ZCZ宽度 是否 Z 最优

[11] 2m+3 2m-1+2 Z 最优
[12] N+1 1

2

N
 最优

[15] N+3 2
2

N
 Z 最优

定理 1、2 N+7 4
2

N
 Z 最优

其中 N=2a10b26c(a≥1 且 a,b,c 是非负整数),m 为

正整数。

结束语

本文构造了两类新的长度的 II型 Z最优 OB-ZCP，

在长度为 N的 S-GCP 的给定位置插入 7个码元，得到长
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度为N+7的 II型 Z最优OB-ZCP,其中N=2a10b26c(a≥1

且 a,b,c 是非负整数)。本文对文献
[15]
的插入长度进行

了扩展，计算表明新构造的序列依然是 Z最优的，这为

无线通信系统提供了更多的序列选择。

下一步的研究工作是计算本文构造的ZCP的峰均包

络功率比，且与现有存在的 II 型 Z最优 ZCP 的峰均包

络功率比进行比较，以及构造新长度的 II 型 Z 最优

OB-ZCP。
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